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Êàôåäðà êîìïüþòåðíîé áåçîïàñíîñòè
è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ óïðàâëåíèß
Â ðàáîòå äâîéñòâåííûé ìåòîä èñïîëüçóåòñß äëß ïîñòðîåíèß àíàëèòè÷å-
ñêîãî ðåøåíèß èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Ïðèâîäèòñß àíàëèç ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ îïòèìèçàöèè äëß ïîñòðîåíèß ïðèáëèæåííî-
ãî ðåøåíèß.
In the article the dual method is used to obtain analytical solution of the
isoperimetrical problems. Numerical methods and algorithms are analysed
to obtain optimal solution.
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ïóêëîñòü, èçîïåðèìåòðè÷åñêèå çàäà÷è.
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Ââåäåíèå. Ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è ãåîìåòðèè íà ýêñòðåìóì ïëîùàäè îáú¼ìà
ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèßõ íà ïåðèìåòð ðåøàëèñü èçâåñòíûìè ìàòåìàòèêàìè â
ãëóáîêîé äðåâíîñòè. Êëàññè÷åñêàß èçîïåðèìåòðè÷åñêàß çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäå-
ëåíèè êðèâîé çàäàííîé äëèíû, îãðàíè÷èâàþùåé ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü. Ê òàêèì
çàäà÷àì îòíîñèòñß è çàäà÷à Àðõèìåäà, â êîòîðîé òðåáóåòñß ñðåäè øàðîâûõ ñåã-
ìåíòîâ, èìåþùèõ çàäàííóþ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, íàéòè ñåãìåíò ìàêñèìàëüíîãî
îáú¼ìà, çàäà÷à Çåíîäîðà, â êîòîðîé ñðåäè âñåõ n-óãîëüíèêîâ, èìåþùèõ çàäàííûé
ïåðèìåòð íåîáõîäèìî íàéòè n-óãîëüíèê íàèáîëüøåé ïëîùàäè è ìíîãèå äðóãèå.
×àñòî èçîïåðèìåòðè÷åñêèå çàäà÷è ðåøàþòñß áåç ïðèìåíåíèß ñïåöèàëüíîé òåîðèè,
ãåîìåòðè÷åñêèìè ìåòîäàìè, áàçèðóþùèìèñß íà èíòóèöèè è èçîáðåòàòåëüíîñòè.
Ïîßâëåíèå òåîðèè âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèß è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèß, âûïóêëîãî àíàëèçà, ïîçâîëèëî ðàçðàáîòàòü ìåòîäû ðåøåíèß
èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, òåîðåòè÷åñêóþ è ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü êîòîðûõ
òðóäíî ïåðåîöåíèòü.
Âàæíûì ýòàïîì â ðàçâèòèè òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ßâèëîñü ñîçäàíèå â 18
âåêå íîâîé íàóêè âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèß, îñíîâíîé âêëàä â ðàçâèòèå êîòîðîé
âíåñëè òàêèå âûäàþùèåñß ìàòåìàòèêè, êàê Ë.Ýéëåð, È.Áåðíóëëè è È.Íüþòîí. Òàê
È.Íüþòîí ðåøèë çàäà÷ó î ôîðìå òåëà âðàùåíèß, èñïûòûâàþùåãî ìèíèìàëüíîå
ñîïðîòèâëåíèå ïðè äâèæåíèè â ðàçðåæåííîé ñðåäå, È.Áåðíóëëè óñòàíîâèë ôîðìó
êðèâîé íàèáûñòðåéøåãî ñïóñêà òßæåëîãî òåëà äâèæóùåãîñß âäîëü ýòîé êðèâîé áåç
òðåíèß. Ë.Ýéëåð, È.Áåðíóëëè ïîñòàâèëè è ðåøèëè çàäà÷ó î ãåîäåçè÷åñêîé êðèâîé
íàèìåíüøåé äëèíû, ëåæàùåé íà çàäàííîé ïîâåðõíîñòè è äð. Ìåòîäû âàðèàöèîííî-
ãî èñ÷èñëåíèß, îñîáåííî ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèß, àêòèâíî èñïîëüçóþòñß â
ôèçèêå, ìåõàíèêå, ìàòåìàòèêå, â êîòîðûõ óñëîâèß ìèíèìóìà çàäàííîãî ôóíêöèî-
íàëà, âûðàæàþùåãî ýíåðãèþ ñèñòåìû, ïîçâîëßþò íàéòè óðàâíåíèß, îïèñûâàþùèå
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äèíàìèêó ñèñòåìû. Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ è îãðàíè÷åíèåì âàðèàöèîííûõ
ìåòîäîâ ßâëßåòñß òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè èñêîìûõ ðåøåíèé.
Â 50-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà Ë.Ñ. Ïîíòðßãèí ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèï ìàêñè-
ìóìà äëß çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß, êîòîðûé ïîçâîëèë ñóùåñòâåííî ðàñøè-
ðèòü êëàññ ðåøàåìûõ èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷.
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî è âàðèàöèîííàß
çàäà÷à, à èìåííî, â íåé òðåáóåòñß íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèîíàëà ïðè çàäàííûõ äè-
íàìè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèßõ, íî â îòëè÷èå îò çàäà÷ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèß çäåñü
ïîßâëßåòñß èçìåðèìàß ôóíêöèß óïðàâëåíèß, êîòîðàß ïî÷òè âñþäó óäîâëåòâîðß-
åò çàäàííûì îãðàíè÷åíèßì, à èñêîìàß ôóíêöèß ñîñòîßíèß ïðèíàäëåæèò êëàññó
àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
Âàæíûì ýòàïîì â èññëåäîâàíèè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà â çàäà÷àõ
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß ßâèëîñü äîêàçàòåëüñòâî ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëß çà-
äà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß ñ ôàçîâûìè è ñìåøàííûìè îãðàíè÷åíèßìè. Ïàðàë-
ëåëüíî ñ òåîðèåé íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ðàçâèâàëàñü òåîðèß äîñòà-
òî÷íûõ óñëîâèé, ßâëßþùàßñß ïðîäîëæåíèåì òåîðèè Ãàìèëüòîíà-ßêîáè â âàðèà-
öèîííîì èñ÷èñëåíèè.
Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïîçâîëßåò íàéòè ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå, çàâèñßùåå îò
âðåìåíè è îïðåäåëßåìîå çàðàíåå äî ïðîöåññà óïðàâëåíèß. Îäíàêî â ðåàëüíûõ çà-
äà÷àõ, ÷àñòî òðåáóåòñß íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñèñòåìîé â çàâèñèìîñòè îò
ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîëîæåíèß óïðàâëßåìîãî îáúåêòà, ò.å. ïîñòðîèòü ñèíòåç óïðàâ-
ëåíèß. Òåîðèß äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè íàøëà ñâî¼ îòðàæåíèå â òðó-
äàõ Ð.Áåëëìàíà, Â.Ô.Êðîòîâà, Ð.Êëîòöëåðà è äð.
Îäíèì èç âàæíûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß
ßâëßåòñß äâîéñòâåííûé ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ôîðìóëèðóþòñß äîñòàòî÷íûå
óñëîâèß îïòèìàëüíîñòè. Îí ïîçâîëßåò ïî-íîâîìó ïîäîéòè ê ðåøåíèþ ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ ãåîìåòðèè, èñïîëüçóß âåñü àðñåíàë ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß.
Îñîáåííîñòüþ äâîéñòâåííîãî ìåòîäà ßâëßåòñß òî, ÷òî îí ñâßçàí ñ îâûïóêëåíèåì
èñõîäíîé çàäà÷è, ïîçâîëßåò íàéòè ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Îñíîâíàß èäåß
äâîéñòâåííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñß â òîì, ÷òî íàðßäó ñ èñõîäíîé ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷åé ôîðìóëèðóåòñß äâîéñòâåííàß ê íåé çàäà÷à, ïðè÷åì äâîéñòâåííîñòü ïî-
íèìàåòñß â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ïóñòü òðåáóåòñß íàéòè ìèíèìóì äåéñòâèòåëüíîé
ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X, çàïèøåì ýòó çàäà÷ó ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:
f(x)→ inf, x ∈ X. (1)
Îäíîâðåìåííî ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè g(y)
íà ìíîæåñòâå Y, èëè
g(y)→ sup, y ∈ Y. (2)
Çàäà÷ó (2) íàçîâåì äâîéñòâåííîé äëß çàäà÷è (1), åcëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
inf
x∈X
f(x) > sup
y∈Y
g(y). (3)
Åñëè ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè x0 èëè y0 â óñëîâèè (3) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, òî
áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåæäó çàäà÷àìè (1) è (2) èìååò ìåñòî ñòðîãàß äâîéñòâåííîñòü.
Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß ïîëåçíî ïîñòðîèòü òà-
êóþ äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó, êîòîðàß äîïóñêàåò áîëåå ïðîñòîå ðåøåíèå, ÷åì èñõîä-
íàß çàäà÷à. Çíàíèå ðåøåíèß çàäà÷è (2) ïîçâîëßåò ñäåëàòü ðßä âàæíûõ çàêëþ-
÷åíèé î ñâîéñòâàõ çàäà÷è (1). Íàïðèìåð, åñëè ñóùåñòâóåò x0 ∈ X è y0 ∈ Y ,
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òàêèå, ÷òî f(x0) = g(y0), òîãäà x0 - îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), y0 - îï-
òèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2), è ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñòðîãàß äâîéñòâåííîñòü.
Åñëè supY g(y) = g(y0), òîãäà äëß ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß çàäà÷è (1) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà infX f(x) > g(y0) è åñëè ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñòðîãàß äâîéñòâåííîñòü, òî
ìîæíî îïðåäåëèòü infX f(x) = g(y0).
Â ñîîòâåòñòâèå ñ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ïîñòðîåíèß äâîéñòâåííîé çàäà÷è ìîæ-
íî âûäåëèòü äâà òèïà äâîéñòâåííîñòè: äâîéñòâåííîñòü ïî Ðîêàôåëëàðó, èñïîëü-
çóþùàß âûïóêëûå ñâîéñòâà çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß, è äâîéñòâåííîñòü,
ñâßçàííàß ñ ìåòîäîì ôóíêöèé Êðîòîâà. Ìû îñòàíîâèìñß íà âòîðîì ïîäõîäå, êîòî-
ðûé íå èñïîëüçóåò ñïåöèàëüíûõ âûïóêëûõ ñâîéñòâ èñõîäíîé çàäà÷è è ïîçâîëßåò
ïðè ðåøåíèè ìíîãîìåðíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß èñïîëüçîâàòü õîðîøî
èçâåñòíûå ìåòîäû êîíå÷íî-ìåðíîé îïòèìèçàöèè - ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà,
òåîðåìó Êóíà-Òàêêåðà è äð.
Âûïóêëîñòü ßâëßåòñß âàæíûì ñâîéñòâîì â òåîðèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ãåî-
ìåòðèè. Âûïóêëàß ãåîìåòðèß áûëà ïîñòðîåíà Ã. Ìèíêîâñêèì [24] è áàçèðóåòñß íà
òàêèõ ïîíßòèßõ, êàê îïîðíàß ôóíêöèß, ôóíêöèß Ìèíêîâñêîãî, ïîëßðà, êðàéíßß
òî÷êà, îòäåëèìîñòü ìíîæåñòâ.
Âûïóêëûå çàäà÷è äîïóñêàþò äâîéñòâåííîå îïèñàíèå. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ïî-
ëåçíî ñíà÷àëà ðåøèòü äâîéñòâåííóþ ê íåé çàäà÷ó, åñëè èñõîäíàß çàäà÷à íå ßâëß-
åòñß âûïóêëîé, èçó÷èòü ñâßçü ìåæäó ðåøåíèßìè èñõîäíîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷,
ïîñòðîèòü îáîáùåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. ×àñòî ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çà-
äà÷è ñóùåñòâóåò, äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè â èñõîäíîé çàäà÷å ðåøåíèå îòñóòñòâóåò.
1. Òåîðåìà î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèßõ îïòèìàëüíîñòè Êëîòöëåðà.
Ð. Êëîòöëåð ïåðâûì ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü äâîéñòâåííûé ìåòîä äëß ðåøåíèß
èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, îïèñûâàß èñêîìûå âûïóêëûå ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè
è â ïðîñòðàíñòâå ñ ïîìîùüþ îïîðíûõ ôóíêöèé.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß. Íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü
ôóíêöèîíàë
I(ω) =
∫ t2
t1
f0(t, x(t), u(t))dt+Φ(x(t2), x(t1)), (4)
çäåñü I = [t1, t2], x(t) : I → Rn ôóíêöèß ñîñòîßíèß, u(t) : I → Rr ôóíêöèß óïðàâ-
ëåíèß. Ïðîöåññ (x(·), u(·)) = ω áóäåì äàëåå îáîçíà÷àòü (x, u) = ω. Âåêòîð-ôóíêöèß
ñîñòîßíèß x(·) = (x1(·), ..., xn(·)) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà I, âåêòîðíî-çíà÷íàß
ôóíêöèß óïðàâëåíèß u(·) ∈ Lr∞(I) ñâßçàíû äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèßìè:
x˙i(t) = f i(t, x(t), u(t)), t ∈ [t1, t2], i = 1, ..., n. (5)
Âåêòîð-ôóíêöèß óïðàâëåíèß u(t) ï.â. t ∈ [t1, t2] ïî÷òè âñþäó óäîâëåòâîðßåò
âêëþ÷åíèþ:
u(t) ∈ U(t, x(t)) ⊂ Rr. (6)
Âåêòîð-ôóíêöèß ñîñòîßíèß x(t) óäîâëåòâîðßåò ôàçîâîìó îãðàíè÷åíèþ:
x(t) ∈ X(t) ⊂ Rn, t ∈ [t1, t2]. (7)
Âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèß:
x(ti) ∈ Xti ⊂ Rn, i = 1, 2. (8)
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Ââåä¼ì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà è ôóíêöèè. Ñîâîêóïíîñòü ïðîöåññîâ w ∈ W ,
åñëè w óäîâëåòâîðßåò îãðàíè÷åíèßì (5)-(8). Ìíîæåñòâî
G = {(t, x) ∈ Rn+1 : x ∈ X(t), t ∈ [t1, t2]} èìååò êóñî÷íî-ãëàäêóþ ãðàíèöó, ôóíêöèß
S(t, ξ) : G → R - ïî÷òè âñþäó íà G íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàß ôóíêöèß,
ôóíêöèß Ïîíòðßãèíà
H(t, ξ, y, u) = −f0(t, ξ, u) + (y, f(t, ξ, u)),
ôóíêöèß Ãàìèëüòîíà
H(t, ξ, u) = max
u∈U(t,ξ)
H(t, ξ, y, u),
äâîéñòâåííûé ôóíêöèîíàë
L(S) = inf
Q
{S(t2, ξ(t2))− S(t1, ξ(t1)))+
+Φ(ξ(t1), ξ(t2)) +
p∑
j=1
(S(τj − 0ξ(τj − 0))− S(τj + 0ξ(τj + 0)))}.
Ìíîæåñòâî êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ íà I âåêòîð-ôóíêöèé ξ(t) ∈ KC(I), óäîâëå-
òâîðßþùèõ ôàçîâûì îãðàíè÷åíèßì è ãðàíè÷íûì óñëîâèßì, îáîçíà÷èì ÷åðåç
Q = {ξ(t) ∈ KC(I) : ξ(t) ∈ X(t), t ∈ I, ξ(t1) ∈ Xt1 , ξ(t2) ∈ Xt2}.
Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèß S(t, ξ) ∈ γ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèß:
• ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå îòðåçêà I íà êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ âèäà
[τi, τi+1) = Ii, i=0,..,p, t1 = τ0 < τ1 < ... < τp+1 = t2, òàêîå ÷òî S(t, ξ)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Gj = {(t, ξ) ∈ G, i ∈
Ij}, j=0,...,p è ìîæåò áûòü íåïðåðûâíî ïðîäîëæåíà íà G¯j , j=0,..,p;
• íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Gj , j=0,..,p ôóíêöèß S(t, ξ) óäîâëåòâîðßåò íåðàâåí-
ñòâó Ãàìèëüòîíà-ßêîáè:
Λ(t, ξ) := St(t, ξ) +H(t, ξ, Sξ(t, ξ)) 6 0.
Äëß ëþáîé ôóíêöèè S(t, ξ) ∈ γ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ïðîöåññà w ∈ W ñïðàâåä-
ëèâî äâîéñòâåííîå íåðàâåíñòâî
J(w) > L(S).
Â ñâßçè ñ äâîéñòâåííûì íåðàâåíñòâîì ìîæíî ðàññìîòðåòü äâîéñòâåííóþ çàäà-
÷ó, ñîñòîßùóþ â ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà L(S) íà ìíîæåñòâå γ:
L(S)→ max, S ∈ γ.
Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè äëß ìèíèìèçè-
ðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [21,22].
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü S(t, ξ) ∈ γ, è H(·, ·, Sξ(·, ·)) îãðàíè÷åíà íà êàæäîì èç ìíî-
æåñòâ Gj, j=0,...,p. Ïóñòü, êðîìå òîãî, (xk, uk) ∈ W , limk→∞ xk(t) = x(t), ãäå
âåêòîð-ôóíêöèß x(t), t ∈ I íåïðåðûâíà íà êàæäîì èíòåðâàëå (τi, τi+1) è íåïðå-
ðûâíî ïðîäîëæàåòñß íà [τi, τi+1] (ñõîäèìîñòü ïîíèìàåòñß ïî ìåðå). Òîãäà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (xk, uk), k=0,1,... ßâëßåòñß ìèíèìèçèðóþùåé, åñëè îíà óäîâëå-
òâîðßåò ñëåäóþùèì óñëîâèßì:
1) lim
k→∞
∫ t2
t1
H(t, xk(t), uk(t), S(t, xk(t)))dt =
=
∫ t2
t1
H(t, x(t), Sξ(t, x(t)))dt,
(9)
2)St(t, x(t)) +H(t, x(t), Sξ(t, x(t))) = 0,n.â. t ∈ I (10)
3)L(S) = lim
k→∞
{S(t2, xk(t2))− S(t1, xk(t1)) + Φ(xk(t1), xk(t2))+
+
p∑
j=0
[S(τj − 0, xk(τj))− S(τj + 0, xk(τj))]}
(11)
Òåîðåìà äâîéñòâåííîñòè óñïåøíî èñïîëüçîâàëàñü äëß ðåøåíèß èçîïåðèìåòðè-
÷åñêèõ çàäà÷ ãåîìåòðèè [2,3], [15-17], [21].
Îñîáåííîñòè ýòîé òåîðåìû ñîñòîßò â òîì, ÷òî îíà ïîçâîëßåò ðàçðàáîòàòü àë-
ãîðèòì ïîñòðîåíèß ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèß, ñîñòîßùèé èç ñëåäóþùèõ
ýòàïîâ [1-3], [21,22]:
• ïîñòðîèòü ôóíêöèè Ïîíòðßãèíà, Ãàìèëüòîíà;
• çàïèñàòü íåðàâåíñòâî Ãàìèëüòîíà-ßêîáè íà çàäàííîì ìíîæåñòâå;
• ïîñòðîèòü äâîéñòâåííûé ôóíêöèîíàë;
• âûáðàòü ñòðóêòóðó ôóíêöèè S(t,x) è ñîñòàâèòü óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè,
èñïîëüçóß óñëîâèß 2, 3 òåîðåìû, íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé
çàäà÷è;
• îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå U(t,x) è íàéòè ôóíêöèþ x(t).
Îäíàêî â áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷àõ ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèßìè íà øèðè-
íó èñêîìîé âûïóêëîé ôèãóðû àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íî.
Ñëåäóþùèì ýòàïîì ðåøåíèß èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ñòàëà ðàçðàáîòêà ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèß îïòèìàëüíîãî ðåøåíèß.
×èñëåííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè íà ïðîòßæåíèè ïîñëåäíèõ äåñßòèëåòèé ðàçâè-
âàþòñß ÷ðåçâû÷àéíî èíòåíñèâíî. Òàêîé èíòåðåñ ê íèì ñ îäíîé ñòîðîíû îáóñëîâëåí
âàæíîñòüþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ ïðîáëåìàõ ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà,
ãäå îíè âûðàæàþò èçâåñòíûå âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû  ìíî-
ãîîáðàçèåì ôèçè÷åñêèõ ßâëåíèé è èíæåíåðíî-òåõíè÷åñêèõ çàäà÷, êîòîðûå ìîãóò
áûòü îïèñàíû è ñôîðìóëèðîâàíû êàê ýêñòðåìàëüíûå, è íåîáõîäèìîñòüþ ó÷åòà èõ
ñïåöèôè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ïðè âûáîðå êîíêðåòíûõ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèß.
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Â íàñòîßùåå âðåìß ðàçðàáîòàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèß çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß. Èç øèðîêî èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ òèïà  ïðßìûå è íåïðßìûå. Â ïðßìûõ ìåòîäàõ
ïîèñê ðåøåíèß ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìèíèìèçèðóåìûõ (ìàê-
ñèìèçèðóåìûõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ. ×àñòî
ïðèìåíßåìûìè ßâëßþòñß ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà, â òîì ÷èñëå
îñíîâàííûõ íà ðåøåíèè ñîïðßæåííîé çàäà÷è, ìåòîä âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé. Â
ìåòîäàõ âòîðîãî òèïà ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñß ê çàäà÷àì áåçóñëîâíîé ìèíèìèçà-
öèè. Ïåðåõîä ê çàäà÷àì áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè â ÷àñòíîñòè, ïðîèñõîäèò âñëåä-
ñòâèå ïðèìåíåíèß ìåòîäîâ âíåøíåé è âíóòðåííåé (áàðüåðíîé) øòðàôíîé ôóíê-
öèè, ìåòîäà ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Âû÷èñëèòåëüíûå ïîäõîäû ê
ðåøåíèþ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèß è ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèß ïîëó÷èëè øèðîêîå îñâåùåíèå è ñèñòåìàòèçàöèþ â ðàáîòàõ Þ. Ã. Åâòóøåíêî
[13].
2. Ïîñòðîåíèå ïëîñêîé âûïóêëîé ôèãóðû ìàêñèìàëüíîãî ïåðèìåòðà.
Ðàññìîòðèì ôîðìàëèçàöèþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ îïîðíîé ôóíêöèè
[1]. Ïóñòü F âûïóêëàß ôèãóðà íà ïëîñêîñòè.
Ïðßìóþ ∏
(n) = {x : (x, n) = H(n) = max
y∈F
(n, y) = H} (12)
íàçîâåì îïîðíîé ïðßìîé äëß ìíîæåñòâà F â íàïðàâëåíèè n, à ôóíêöèþ H(n) 
îïîðíîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà F â íàïðàâëåíèè n. Ââåäåì ïîëßðíûå êîîðäèíàòû
íà ïëîñêîñòè n = (cos(ϕ), sin(ϕ)).
Ïîëîæèì
h(ϕ) = H(cosϕ, sinϕ) (13)
è íàçîâåì ýòó ôóíêöèþ îïîðíîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà F â ϕ. Åñëè îïîðíàß ïðßìàß
èìååò òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó ñ ìíîæåñòâîì, òî ýòà îïîðíàß ïðßìàß ßâëßåòñß
ðåãóëßðíîé. Åñëè âñå îïîðíûå ïðßìûå ìíîæåñòâà F ðåãóëßðíû, òî íàçîâåì òà-
êîå ìíîæåñòâî ðåãóëßðíûì ìíîæåñòâîì èëè îâàëîì, à åãî îïîðíóþ ôóíêöèþ 
ðåãóëßðíîé îïîðíîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà F . Øèðèíó âûïóêëîãî ìíîæåñòâà F â
íàïðàâëåíèè n îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
B(n) = H(n) +H(−n) = h(ϕ) + h(pi + ϕ). (14)
Äèàìåòðîì âûïóêëîãî ìíîæåñòâà F íàçîâåì
D = max
|n|=1
B(n) (15)
Òîëùèíà âûïóêëîãî ìíîæåñòâà F îïðåäåëßåòñß ðàâåíñòâîì
4 = min
|n|=1
B(n). (16)
Îïîðíàß ôóíêöèß îâàëà ïî÷òè âñþäó íà îòðåçêå [0, 2pi] óäîâëåòâîðßåò äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:
h
′′
(ϕ) + h(ϕ) = ρ(ϕ), ρ(ϕ) > 0, (17)
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ρ(ϕ) - ðàäèóñ êðèâèçíû ãðàíèöû îâàëà â òî÷êå êàñàíèß îïîðíîé ïðßìîé â ñîîò-
âåòñòâóþùåì íàïðàâëåíèè ϕ.
Êàæäîå 2pi-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèß ßâëßåòñß îïîðíîé ôóíêöèåé ðå-
ãóëßðíîãî ïëîñêîãî ìíîæåñòâà F. Íåðåãóëßðíîå ìíîæåñòâî ýòèì ñâîéñòâîì íå îá-
ëàäàåò, îäíàêî åãî îïîðíàß ôóíêöèß ìîæåò áûòü ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðîâàíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îïîðíûõ ôóíêöèé îâàëîâ.
Èñïîëüçóß îïðåäåëåíèå ïåðèìåòðà L(F), ïåðèîäè÷íîñòü îïîðíîé ôóíêöèè è
ñîîòíîøåíèß (17), èìååì [7,9]:
L(F ) =
∫ 2pi
0
ρ(ϕ)dϕ =
∫ 2pi
0
(h′(ϕ) + h(ϕ))dϕ =
=
∫ 2pi
0
h(ϕ)dϕ =
∫ pi
0
B(ϕ)dϕ
(18)
Ïëîùàäü îâàëà A(F) ñ ïîìîùüþ îïîðíîé ôóíêöèè âûðàæàåòñß:
A(F ) =
1
2
∫ 2pi
0
h(s)ds =
1
2
∫ 2pi
0
h(ϕ)ρ(ϕ)dϕ =
=
1
2
∫ 2pi
0
h(ϕ(h(ϕ) + h′(ϕ))dϕ =
1
2
∫ 2pi
0
(h2 − h˙2)dϕ.
(19)
Ñîâîêóïíîñòü îãðàíè÷åííûõ, âûïóêëûõ ôèãóð ñ ôèêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðà-
ìè, íàïðèìåð äèàìåòðîì è ðàäèóñîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè, áóäåì îáîçíà÷àòü
F2(D, r).
Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ðßäà ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ãåîìåòðèè, ïîëó÷åíî ñ ïî-
ìîùüþ òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèßõ îïòèìàëüíîñòè [1-3], [21,22].
Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè âûïóêëîé ôèãóðû F ∈ F2(D,4), èìåþùåé ìàêñèìàëüíûé
ïåðèìåòð L(F) ñâîäèòñß ê îïðåäåëåíèþ îïîðíîé ôóíêöèè ýòîé ôèãóðû èëè åå øè-
ðèíû. Ïóñòü x1(t) - øèðèíà ôèãóðû â íàïðàâëåíèè t, ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ
x2(t) := x˙1(t).Òîãäà, èñïîëüçóß óñëîâèå (17), çàïèøåì òðåáîâàíèå âûïóêëîñòè èñ-
êîìîé ôèãóðû: x˙2(t) = −x1(t) + u(t), u(t) > 0, ãäå óïðàâëåíèå u(t) = ρ(t) + ρ(t+ pi)
- êðèâèçíà ôèãóðû. Íàëîæèì íà ôèãóðó ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèß, ÷òî äèàìåòð åå
ìåíüøå èëè ðàâåí D, à øèðèíà áîëüøå èëè ðàâíà 4. Äàëåå, âûáåðåì ïîëßðíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû øèðèíà èñêîìîé ôèãóðû â íàïðàâëå-
íèè t = 0 áûëà ìèíèìàëüíà è ðàâíà 4. Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèß ïðèìóò âèä
x1(0) = x1(pi) = 4 è ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå: 4 6 x1(t) 6 D. Òàêèì îáðàçîì, íåîá-
õîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë
I(w) = −L(F ) = −
∫ pi
0
x1(t)dt→ inf (20)
ïðè äèíàìè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèßõ:
x˙1 = x2, x˙2 = −x1 + u, t ∈ [0, pi], (21)
ôàçîâîì îãðàíè÷åíèè:
4 6 x1(t) 6 D, t ∈ [0, pi], (22)
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îãðàíè÷åíèè íà ôóíêöèþ óïðàâëåíèß:
u(t) > 0, t ∈ [0, pi], (23)
ãðàíè÷íûõ óñëîâèßõ:
x1(0) = x1(pi) = 4. (24)
Èñïîëüçóß òåîðåìó 1 â ðàáîòàõ [1], [21] ïîëó÷åíî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è: ïðè
0 6 t 6 α : x1(t) = D cos(t − α), u(t) = 0, p2(t) = 1 − cos(t − α2 ) cos−1(α2 ),
p1(t) = −p˙2(t), α = arccos(4D ); ïðè α < t 6 pi2 : x1(t) = D, u(t) = D, p1(t) = 0,
p2(t) = 0; x1(pi2 + τ) = x1(pi2 − τ), u(pi2 + τ) = u(pi2 − τ), p2(pi2 + τ) = p2(pi2 − τ),
0 6 τ 6 pi2 , x2(t) = x˙1(t), p1(t) = −p˙2(t), t 6= α, t 6= pi − α.
Ôóíêöèß p2(t) íåïðåðûâíà â îáëàñòè îïðåäåëåíèß, íåïðåðûâíîñòü æå ôóíêöèè
p1(t) íàðóøàåòñß, åñëè x1(τj) = 4 èëè x1(τj) = D.
Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóß ìåòîä ôóíêöèé øòðàôà ôàçîâûå îãðàíè÷åíèß ìîæíî
ó÷åñòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà
I(w) = −
∫ pi
0
(x1(t)− Lk(max(x1((t)−D; 0)))2 −Mk(max(4− x1(t); 0))2)dt+
+Hk(x1(pi)−4)2 → inf
(25)
ãäå Lk,Mk,Hk  øòðàôíûå êîýôôèöèåíòû. Èñïîëüçóß ìåòîä øòðàôíûõ ôóíêöèé
ïîñòðîèì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Âûáåðåì, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå çíà÷åíèß ïàðàìåò-
ðîâ 4 = 2, D = 3,4t = 0, 001, øòðàôíûå êîýôôèöèåíòû M=1000, L=20, H=1000.
Ïðè ýòîì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà I(w) = −8, 84961196867288, ÷èñëî
èòåðàöèé k = 2145921, òî÷íîñòü ìåòîäà ε = 10−13. Òî÷íîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
ïðè ýòèõ çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðîâ I(w) = −8, 85050189236138. Íåñìîòðß íà äîñòàòî÷-
íî âûñîêóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé, ÷èñëåííîå ðåøåíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß
â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèß îòëè÷àåòñß îò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèß. Ýòî ñâßçàíî ñ
ðàçðûâîì ïåðâîé ñîïðßæåííîé ôóíêöèè [1] è âûðîæäåíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
Ë.Ñ.Ïîíòðßãèíà. Ê íåçíà÷èòåëüíîìó óëó÷øåíèþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ïðèâîäèò
ìåòîä ðåãóëßðèçàöèè Òèõîíîâà À.Í. [19]. Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
I(w) = −8, 84964176947287 (÷èñëî èòåðàöèé k = 2074714).
Èñïîëüçóß ôîðìóëó Ýéëåðà àïïðîêñèìàöèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé
x¨(ti) ≈ x
i−1 − 2xi + xi+1
(4t)2 ,
ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå: xi−1−2xi+xi+1(4t)2 +xi = ui, i = ¯1, q, îïèñûâàþùåå
âûïóêëîñòü èñêîìîé ôèãóðû.
Ìåòîäîì ôóíêöèé øòðàôà ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
I(w) = −8, 66714142969184, ÷èñëî èòåðàöèé k = 1172. (M = 10000, L = 200000,H =
100000, òî÷íîñòü ìåòîäà ε = 10−10).
Èñïîëüçóß ñõåìó Ðóíãå-Êóòòà:
xi+11 = x
i
1 +4txi2 +
1
2
(4t)2,
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xi+12 = x
i
2 +4tui −4txi1 +
1
2
(4t)2ui − 1
2
(4t)2xi1 −
1
2
(4t)2.
Ìîæíî óòî÷íèòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà I(w) = −8, 85043650143254, ïðè ÷èñëå
èòåðàöèé k = 796111, òî÷íîñòè ìåòîäà ε = 10−10.
Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèß îïòèìàëüíîãî ðåøåíèß ðàçëè÷-
íûìè ìåòîäàìè [20].
Ìåòîä Øòðàôíûå Ïàðàìåòðû ×èñëî Icomp Iopt
êîýôôèöè- ìåòîäà èòåðàöèé
åíòû K
Ãðàäèåíò- M=1000, 4t = 0, 001, 2145921 -8,849612 -8,850502
íûé ìåòîä L=20, α = 0, 1,
(ñõåìà H=1000 ε = 10−13
Ýéëåðà)
Ìåòîä M=1000, 4t = 0, 001, 2074714 -8,849641 -8,850502
ðåãóëßðè- L=20, α = 0, 1,
çàöèè Òè- H=1000 ε = 10−13
õîíîâà
Ãðàäèåíò- M=1000, 4t = 0, 005, 796111 -8,850436 -8,850502
íûé ìåòîä L=20, α = 0, 1,
(ñõåìà H=1000 ε = 10−10
Ðóíãå-
Êóòòà)
Â ðàáîòàõ [16,17] ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (20-24)
ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèßõ íà ôóíêöèþ øèðèíû â çàäàííûõ íàïðàâëå-
íèßõ τi ai, 4 < ai < D, i = 1, . . . , N . Ïîêàçàíî, ÷òî äëß ïîñòðîåíèß ÷èñëåííîãî
ðåøåíèß ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ð.Áåëëìàíà.
3. Çàäà÷à î ïîñòðîåíèè âûïóêëîé ôèãóðû, èìåþùåé ìèíèìàëüíóþ
ïëîùàäü, ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèßõ íà øèðèíó. Ýòà çàäà÷à èíòåðåñíà
òåì, ÷òî çäåñü ðåøåíèåì ßâëßåòñß ïðåäåëüíàß ôóíêöèß ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, êîòîðàß ßâëßåòñß ðàçðûâíîé ôóíêöèåé.
Ôîðìàëèçóåì ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íåîáõîäèìî ìèíèìè-
çèðîâàòü ôóíêöèîíàë
I(w) =
1
2
∫ pi
0
2∑
i=1
(x2i − x2i+2)dt→ inf (26)
ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèßõ:
x˙1 = x3, x˙2 = x4, x˙j = −xj−2 + uj−2, j = 3, 4, (27)
4 6 x1(t) + x2(t) 6 D, t ∈ [0, pi], (28)
ui(t) > 0 n.â.t ∈ [0, pi], i = 1, 2, (29)
xi(0) = xi(pi) =
D
2
, i = 1, 2. (30)
Ðåøåíèå çàäà÷è (26)-(30) çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà r = 4D [1], [21].
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Åñëè 0 < r <
√
3
2 , òî îïòèìàëüíîìó êîðèäîðó ïðèíàäëåæèò òðàåêòîðèß: x1(t) =
D
2 | cos t|, t ∈ [0, ϕ0] ∪ (pi − ϕ0, pi], x1(t) = 4 sin t, t ∈ (ϕ0, pi − ϕ0], x2(t) = D2 cos t,
t ∈ [0, pi2 ], x2(t) = −D2 cos t, t ∈ (pi2 , pi], x3(t) = x˙1(t), t 6= ϕ0, pi − ϕ0, x4(t) = x˙2(t),
t 6= pi2 , ãäå ϕ0 = arctan( 24D ), ôóíêöèè x3(t), x4(t) íå ßâëßþòñß íåïðåðûâíûìè â òî÷-
êàõ ϕ0, pi−ϕ0, pi2 . Ïîýòîìó ïðè 0 < r <
√
3
2 çàäà÷à íå èìååò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèß.
Îäíàêî ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ (xk, uk), êî-
òîðàß óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì òåîðåìû î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèßõ îïòèìàëüíîñòè.
Ôóíêöèè x1k(t), x2k(t) ñòðîßòñß ñ ïîìîùüþ ñãëàæèâàíèß ôóíêöèé x1(t), x2(t) â
îêðåñòíîñòßõ òî÷åê t = ϕ0, t = pi − ϕ0 è t = pi2 ñîîòâåòñòâåííî:
x1k(t) =

x(t), t ∈ [0, pi]\A ∪A1,
βkt
2 + αkt+ ck, t ∈ A := [ϕ0 − 1k , pi − ϕ0 + 4˜k],
β˜kt
2 + α˜kt+ c˜k, t ∈ A1 := [pi − ϕ0 − 1k , pi − ϕ0 + 4˜k].
(31)
x2k(t) =
{
x(t), t ∈ [0, pi]\A2,
γk(t− pi2 )2 + dk, t ∈ A2 := [pi2 − 1k , pi2 + 1k ].
(32)
Ïîñòîßííûå βk, β˜k, αk, α˜k, ck, c˜k, γk, dk, 4k, îäíîçíà÷íî îïðåäåëßþòñß óñëî-
âèßìè íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé xik(t), i=1,2. Î÷åâèäíî, ÷òî
äëß äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé k ïðîöåññ (xk, uk) ßâëßåòñß äîïóñòèìûì, ò.ê.
uik = x¨
i
k + x
i
k > x¨i + xi > 0, i=1,2, x1k + x2k > x1 + x2 > 4, k > K.
Âåêòîð-ôóíêöèß x(t) ßâëßåòñß ïðåäåëüíîé, ò.å. limk→∞ xk(t) = x(t) äëß ïî÷òè
âñåõ t ∈ [0, pi]. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëß ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîë-
íåíû âñå ïðåäïîëîæåíèß òåîðåìû, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäúßâëåííàß ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ßâëßåòñß ìèíèìèçèðóþùåé.
Åñëè
√
3
2 < r < 1, òî îïòèìàëüíîìó êîðèäîðó ïðèíàäëåæèò òðàåêòîðèß, îïðå-
äåëßåìàß ñëåäóþùèìè ôóíêöèßìè: x1(t) = D2 | cos t|, t ∈ [0, ϕ1]∪ [pi−ϕ1, pi], x1(t) =
4 − D2 | cos t|, t ∈ [ϕ1, ϕ2] ∪ [pi − ϕ1, pi − ϕ2], x1(t) =
√
3
2 D sin t, t ∈ [ϕ2, pi − ϕ2],
x2(t) = D2 | cos t|, t ∈ [0, ϕ3] ∪ (pi − ϕ3, pi], x2(t) = 4 −
√
3
2 D sin t, t ∈ [ϕ3, pi − ϕ3],
ãäå ϕ1 = arccos(4D ), ϕ2 < ϕ3 îïðåäåëßþòñß ðàâåíñòâîì 4 − D2 cosϕ =
√
3
2 D sinϕ.
Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïðè
√
3
2 < r < 1 ôóíêöèè x3(t), x4(t) èìåþò ðàç-
ðûâû â òî÷êàõ ϕi, pi − ϕi, i = 1, 2, 3. Äëß òîãî ÷òîáû äîêàçàòü îïòèìàëüíîñòü
ïðîöåññà (x, u) íóæíî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñ ïîìîùüþ ñãëàæèâàíèß ôóíê-
öèé xi(t), i = 1, 2 â îêðåñòíîñòßõ òî÷åê ϕi, pi − ϕi ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(xk(t), uk(t)), k = 1, 2, ..., óäîâëåòâîðßþùóþ ïðåäïîëîæåíèßì òåîðåìû. Ñ ãåî-
ìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèß èñêîìîé ôèãóðîé ßâëßåòñß òðåóãîëüíèê ßìàíó÷è.
Åñëè r=1, òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðåäñòàâèìî â âèäå: t ∈ [0, pi3 ] ∪ [ 23pi, pi]:
x1(t) = D − D2 | cos t|, u1(t) = D, x2(t) = D2 | cos t|, u2(t) = 0; t ∈ (pi3 , 2pi3 ): x1(t) =√
3
2 D sin t, u1(t) = 0, x2(t) = D −
√
3
2 D sin t, u2(t) = D, p3(t) = p4(t) = 0, t ∈ [0, pi],
−pi = x˙i, i = 1, 2.
Èñïîëüçóß ìåòîä ôóíêöèé øòðàôà, ïðè r = 1 ïîëó÷åíî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
ïëîùàäè ôèãóðû ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ: 4 = 3, D = 3, 4t = 0, 01. Ïðè
ýòîì çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà I(w) = 6, 41527748479223, ÷èñëî èòåðàöèé k = 34781,
òî÷íîñòü ìåòîäà ε = 10−10, ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñß îò òî÷íîãî çíà÷åíèß ôóíêöè-
îíàëà I(w) = 6, 34293830709412.
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Òðóäíîñòü ïîñòðîåíèß ÷èñëåííîãî ðåøåíèß çàêëþ÷àåòñß â òîì, ÷òî ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è íå åäèíñòâåííî. Â ðàáîòàõ [15-17] ïðèâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç
ìåòîäà ôóíêöèé øòðàôà è ìåòîäà áàðüåðíûõ ôóíêöèé äëß ðåøåíèß èçîïåðèìåò-
ðè÷åñêèõ çàäà÷.
Ìåòîä áàðüåðíûõ ôóíêöèé èäåéíî áëèçîê ê ìåòîäó øòðàôíûõ ôóíêöèé. Åãî
èíîãäà íàçûâàþò ìåòîäîì âíóòðåííèõ øòðàôîâ, òàê êàê ïîèñê òî÷êè ìèíèìóìà
âåäåòñß èç âíóòðåííåé òî÷êè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è âåëè÷èíà øòðàôà âîçðàñ-
òàåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà èçíóòðè.
Äèñêðåòíàß àïïðîêñèìàöèß íåïðåðûâíîé çàäà÷è ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà áà-
ðüåðíûõ ôóíêöèé íè÷åì íå îòëè÷àåòñß îò ïðèâåäåííîé âûøå äëß ìåòîäà âíåø-
íèõ øòðàôîâ. Âû÷èñëåíèå øàãà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è êîýôôèöèåíòîâ øòðàôíûõ
ôóíêöèé ïðîèçâîäèòñß àíàëîãè÷íîìó ìåòîäó âíåøíèõ øòðàôíûõ ôóíêöèé.
Ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèß ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëè-
öå [16,17]:
Íàçâàíèå ìå-
òîäà èëè ìîäè-
ôèêàöèè
Ôèíà-
ëüíûå
øòðà-
ôíûå
êî-
ýô-
ôè-
öè-
åí-
òû
Ak,Bk,Ck
Ôèíà-
ëüíûé
øàã
ãðà-
äè-
åíò-
íîãî
ñïóñ-
êà
Äîñ-
òèã-
íó-
òàß
òî÷-
íîñòü
Êîëè÷åñ-
âî èòåðà-
öèé
Çíà÷åíèå
ôóíêöèè I(u)
Ïîãðåø-
íîñòü îïðå-
äåëåíèß
ôóíêöèè
I(u) â
ïðîöåíòàõ
Àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå
-3.024316601
Òðàäèöèîííûé
àëãîðèòì ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì
ôîðìóëû
Ýéëåðà
0.15
0.15
0.15
0.05 10−10 12650000 -3.017934157 0.211037558
Òðàäèöèîííûé
àëãîðèòì ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì
ôîðìóëû
ïðîãíîç-
êîððåêòîð
0.15
0.15
0.15
0.05 10−10 12625000 -3.019407311 0.16232726
Ìîäèôèêàöèß
ìåòîäà ñ äè-
íàìè÷åñêèìè
êîýôôèöèåí-
òàìè
0.20
0.58
0.56
0.016 10−10 12386000 -3.019445252 0.16107272
Ìîäèôèêàöèß
àëãîðèòìà ñ
áàðüåðíûìè
øòðàôàìè
ôóíêöèßìè
10−4
0.12
10−3
0.058 10−10 11950000 -3.02287631 0.047623689
Çàêëþ÷åíèå. Áîëüøèíñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèß ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû. Ïåðâóþ ãðóïïó ìåòîäîâ ñîñòàâëßþò ìå-
96 ÀÍÄÐÅÅÂÀ Å.À.
òîäû, îñíîâàííûå íà òîì, ÷òî ïðèáëèæåíèå äëß îïðåäåëåíèß ôóíêöèè ñîñòîßíèß
íà êàæäîé èòåðàöèè ñòðîèòñß ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì. Èíòóèòèâíî ïîíßòíî,
÷òî òàêîé ïîäõîä ñóùåñòâåííî îñëîæíßåò ñõîäèìîñòü, òàê êàê çàâèñèò îò èçìåíå-
íèß çíà÷åíèß ôóíêöèè ñîñòîßíèß â êàæäîì óçëå íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè, ïðè ýòîì
òðàåêòîðèß îïòèìèçèðóåòñß ¾â öåëîì¿.
Âî âòîðóþ, áîëåå îáøèðíóþ ãðóïïó ìåòîäîâ âõîäßò òàêèå ìåòîäû, êîãäà äèñ-
êðåòíàß ñèñòåìà äëß îïðåäåëåíèß ôóíêöèé ñîñòîßíèß ñîâìåñòíî ñ îãðàíè÷åíèßìè
íà óïðàâëåíèå è ôàçîâûìè îãðàíè÷åíèßìè ðàññìàòðèâàþòñß íå êàê áàçèñ äëß ïî-
ñòðîåíèß òðàåêòîðèè, à êàê îäíî èç îãðàíè÷åíèé íà îïòèìèçèðóåìûå â êàæäîì
óçëå çíà÷åíèß ôóíêöèè ñîñòîßíèß.
Öåëåñîîáðàçíî äëß ýòîé ãðóïïû ìåòîäîâ îòîéòè îò ïðåäñòàâëåíèß ôàçîâîé òðà-
åêòîðèè êàê âåêòîðà (xi(ti), x˙i(ti)), êîòîðîå áûëî ââåäåíî äëß óäîáñòâà àíàëèòè-
÷åñêîãî ðåøåíèß è èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå äèôôåðåíöèàëüíîé ñâßçè íåïîñðåä-
ñòâåííî óðàâíåíèå, âûðàæàþùåå âûïóêëîñòü ôèãóðû ïðè óñëîâèè íåïðåðûâíîé
äèôôåðåíöèðóåìîñòè å¼ îïîðíîé ôóíêöèè.
Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè òàêèõ ìåòîäîâ ñóùåñòâåííî âûøå. Ïðè ýòîì ïàëèòðà âû-
÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ äàííîãî òèïà, äîñòóïíûõ äëß ïðèìåíåíèß, ÷ðåçâû÷àéíî
øèðîêà. Ïðè òàêîì ðàññìîòðåíèè çàäà÷è äîïóñòèìî ïðèìåíåíèå ðàçíîîáðàçíûõ
ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèß (ãðàäèåíòíûå ìåòîäû, ìåòîäû ôóíê-
öèé øòðàôà, ìåòîäû ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà, ðåëàêñàöèîííûå
ìåòîäû). Êðîìå òîãî, â ýòó ãðóïïó âõîäèò ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèß Áåëëìàíà. Èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè Áåëëìàíà ïðåäúßâëßåò
âûñîêèå òðåáîâàíèß ê ïàìßòè è ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà.
Ñðåäè ìåòîäîâ íåò ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà Ïîíòðßãèíà. Òàêèå ìåòîäû âûñîêîýôôåêòèâíû, è îòêàç îò íèõ âûíóæäåííûé,
ò.ê. ïðèíöèï ìàêñèìóìà îêàçûâàåòñß âûðîæäåííûì è íå ïîçâîëßåò ïîëó÷èòü êîí-
ñòðóêòèâíûå óñëîâèß äëß îïðåäåëåíèß îïòèìàëüíîãî ðåøåíèß.
Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü ïðèìåíåíèß âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ â äàííûõ çà-
äà÷àõ ñâßçàíà ñ íåãëàäêîñòüþ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè è âîçìîæíûì ñêà÷êîì
ôóíêöèè ñîñòîßíèß.
Â îáùåì ñëó÷àå ôàçîâûå è ïðîìåæóòî÷íûå îãðàíè÷åíèß çà÷àñòóþ âíîñßò åñòå-
ñòâåííûå òðóäíîñòè â ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèß êàê ÷èñëåííûìè
ìåòîäàìè, òàê è àíàëèòè÷åñêèìè.
Âåëè÷èíà øàãà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ øòðàôíûõ
ôóíêöèé, êîëè÷åñòâà óçëîâ ðàçáèåíèß. Î÷åíü âàæíûé ìîìåíò ñ âû÷èñëèòåëüíîé
òî÷êè çðåíèß - ïðàâèëüíûé âûáîð êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèé øòðàôà. Òàê êàê â
ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè øòðàôà äàæå íåáîëüøîå íàðóøåíèå ¾øòðàôíûõ
ãðàíèö¿ òðàåêòîðèåé â íåêîòîðûõ òî÷êàõ âëå÷åò çà ñîáîé íåñîïîñòàâèìî áîëüøèå
çíà÷åíèß ãðàäèåíòà â ýòèõ òî÷êàõ. Çíà÷åíèß øòðàôîâ ïðè ýòîì ìîãóò íà íåñêîëü-
êî ïîðßäêîâ ïðåâûøàòü çíà÷åíèß ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà è â ðåçóëüòàòå
íàêîïëåíèß âû÷èñëèòåëüíûõ îøèáîê àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü íåïðàâèëüíî. Ïðî-
èçâåäåíèß øòðàôíûõ êîýôôèöèåíòîâ íà íåâßçêè îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé çàäà÷è
ìîãóò ñëóæèòü îöåíêàìè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Äëß çàäàííîé òî÷íîñòè ìîæ-
íî ñïðîãíîçèðîâàòü ¾ïîäõîäßùèå¿ êîýôôèöèåíòû øòðàôíûõ ôóíêöèé èñõîäß èç
óñëîâèß, ÷òî â êàæäîì óçëå ñëàãàåìîå, äàâàåìîå øòðàôîì áûëî îäíîãî ïîðßäêà ñ
âû÷èñëåííûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè Ëàãðàíæà áåç ó÷åòà øòðàôà.
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